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Предложена адаптивная система управления роботом-манипулятором с восемью 
степенями свободы, позволяющая решать такие проблемы управления механизма-
ми с большим числом степеней свободы, как вычислительная сложность, сходи-
мость параметров и устойчивость в условиях динамической неопределенности. 
Адаптивная система управления разработана на основе подхода Ляпунова, что поз-
воляет в реальном времени оценивать неизвестные параметры для обеспечения 
точного отслеживания траектории робота-манипулятора. Проведено моделирова-
ние в среде MATLAB с помощью разработанной адаптивной системы управления, 
выявившее у нее более высокую производительность, чем у эталонных методов. По 
сравнению с методами управления на основе прогнозирующей модели (Model 
Predictive Control) и фильтра Калмана среднеквадратическая ошибка уменьшилась 
на 97,0 и 95,5 % соответственно. Также значительно снизились время установления, 
время нарастания и ошибка в установившемся режиме. Анализ полученных резуль-
татов подтвердил, что система адаптивного управления является надежным и высо-
коэффективным решением для оптимизации сложных робототехнических систем с 
большим числом степеней свободы. 
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This study presents an adaptive control system for an eight-degree-of-freedom robotic ma-
nipulator, aimed at resolving persistent challenges in controlling high-degree-of-freedom 
systems, such as computational complexity, parameter convergence, and ensuring stability 
under dynamic uncertainties. The controller is designed based on a Lyapunov approach, en-
abling real-time estimation of the system's unknown parameters and ensuring accurate 
tracking of a desired trajectory. Numerical experiments conducted in the MATLAB envi-
ronment demonstrate the superiority of the proposed adaptive controller over benchmark 
methods. The results show a 97 % improvement in Root Mean Square Error compared to 
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Model Predictive Control (MPC) and a 95.5 % improvement compared to the Kalman filter-
based method, along with a significant reduction in settling time, rise time, and steady-state 
error. The obtained data convincingly confirms that the proposed adaptive control method 
is a robust and highly effective solution for optimizing complex robotic systems with a high 
number of degrees of freedom. 
EDN: BHABQM, https://elibrary/bhabqm 
Keywords: eight degrees of freedom, robotic manipulator, adaptive control, Denavit–
Hartenberg parameters, kinematics, dynamics 

Управление роботом-манипулятором (РМ) с 
большим числом степеней свободы имеет такие 
нерешенные проблемы, как вычислительная 
сложность, сходимость параметров и устойчи-
вость в условиях динамической неопределенно-
сти. Серийный РМ с восемью степенями свобо-
ды, имея повышенную маневренность и гиб-
кость для решения сложных задач в 
производстве, хирургии и автоматизации, слу-
жит примером этих нерешенных проблем из-за 
сложной, нелинейной и часто неопределенной 
динамики [1–7]. 

Адаптивное управление позволяет компен-
сировать параметрические неопределенности 
(нагрузку, трение) и обеспечивает точное от-
слеживание траектории РМ там, где традици-
онные контроллеры неэффективны [8–14]. Од-
нако его применение для высокоизбыточных 
систем требует дальнейшего изучения. 

Цель работы — оптимизация производи-
тельности РМ c восемью степенями свободы с 
помощью адаптивной системы управления. 

Новизна работы заключается в комплексной 
разработке и проверке адаптивной системы 
управления, которая обеспечивает уровень 
производительности, недостижимый другими 
передовыми методами управления на основе 
прогнозирующей модели (Model Predictive 
Control — MPC) и фильтра Калмана (ФК), осо-
бенно в динамических и неопределенных усло-
виях. 

 
Математическая модель РМ с восемью степе-
нями свободы и его система управления. 
Принцип работы серийного РМ с восемью 
степенями свободы. Схема серийного РМ с 
восемью степенями свободы, описывающая его 
кинематические и динамические характеристи-
ки [15], приведена на рис. 1. 

Принцип работы рассматриваемого РМ ос-
нован на скоординированном движении его 
сочленений и звеньев для достижения точного 
положения и ориентации рабочего органа в 

трехмерном пространстве. Каждая степень сво-
боды определяет возможность независимого 
движения, обеспечиваемого вращательными 
(поворотными) или линейными (призматиче-
скими) сочленениями. Благодаря восьми степе-
ням свободы РМ обладает повышенной гибко-
стью и маневренностью, что делает его пригод-
ным для решения сложных задач в таких 
областях, как производство, хирургия и иссле-
дование космоса. Анализ работы РМ охватыва-
ет его кинематику, динамику, управление и ко-
ординацию сочленений [16–18]. 

Кинематика. Прямая задача кинематики 
заключается в определении положения и ори-
ентации рабочего органа по углам в сочленени-
ях. Для определения преобразования между 
последовательными звеньями РМ с восемью 
степенями свободы используют правило Дена-
вита — Хартенберга [19]. Параметры Денави-
та — Хартенберга [20] РМ с восемью степенями 
свободы для каждого i-го сочленения приведе-
ны в табл. 1, где 1ia   — длина звена; 1i  — угол 
скручивания звена; id  — смещение звена; i  — 
угол в сочленении. 

 
Рис. 1. Кинематическая схема серийного РМ  

с восемью степенями свободы 
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Матрица преобразования при переходе от 
(i–1)-го звена к i-му звену имеет вид [21] 
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Общая матрица преобразования от основа-
ния до рабочего органа является произведени-
ем отдельных матриц преобразования [22]: 

 0 1 2 3 7
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i      T T T T T T   (2) 

Положение и ориентацию рабочего органа 
можно найти из матрицы 1.i

iT  
Обратная задача кинематики заключается в 

вычислении углов в сочленениях, необходимых 
для достижения желаемого положения и ори-
ентации рабочего органа. Для РМ с восемью 
степенями свободы эта задача обычно имеет 
бесконечное количество решений, поэтому ис-
пользуются методы оптимизации или избыточ-
ности [23]. 

Задача формулируется следующим образом 
[24]: 
 1( ),f X

q   (3) 

где q  — вектор углов в сочленениях, 
T

1 2 3 8[ ,  ,  , ..., ] ;    q  X  — желаемая поза 
(положение и ориентация) рабочего органа. 

Вектор угловой скорости i-го звена в базо-
вой системе координат вычисляется как 

  
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где iσ  — параметр, определяющий тип i-го со-
членения; iq  — вектор обобщенной скорости i-
го сочленения; 1iz  — единичный вектор оси 
вращения i-го сочленения. 

Неизвестные параметры для расчета 
 0 1 0 2 1 8 7( )   ... ,q z z z     J   (5) 

где 0( )qJ  — матрица Якоби. 
Для решения этой задачи часто используют-

ся численные методы, такие как метод Якобиа-
на или градиентный спуск [25]. 

Динамика МР. Динамика МР описывает 
взаимосвязь между моментами в сочленениях и 
движением МР. Уравнения движения можно 
вывести, используя методы Лагранжа или Нью-
тона — Эйлера. 

Метод Лагранжа является особенно эффек-
тивным для РМ с большим числом сочленений, 
так как позволяет избежать необходимости 
учета внутренних сил между звеньями. 

Лагранжиан определяется как 

 ,L K P    (6) 

где K — полная кинетическая энергия, P — 
полная потенциальная энергия. 

Уравнение движения Лагранжа имеет  
вид 

 ,d L L
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где τ  — вектор моментов, возникающих в со-
членениях. 

Метод Ньютона — Эйлера позволяет вы-
числять силы и моменты, действующие на каж-
дое звено. Уравнения движения имеют вид 
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где iF  — сила, действующая на i-е звено; im  — 
масса i-го звена; ip  — линейное ускорение i-го 
звена; i  — угловая скорость i-го звена; iI  — 
тензор инерции i-го звена; i  — крутящий мо-
мент, действующий на i-е звено; ir  — радиус-
вектор центра масс i-го звена. 

Устранение избыточных связей позволит 
использовать дополнительные степени свобо-
ды. Это можно сделать путем оптимизации в 
нулевом пространстве, методами проекции 
градиента, стратегии приоритета задач. 

Таблица 1 
Параметры Денавита — Хартенберга  

РМ с восемью степенями свободы 

i 1i  1ia   i  di 

1 0 0 0 0 

2 –/2 150 /2 –243 

3 –/2 0 0 0 

4 /2 0  270 

5 –/2 85 /2 0 

6 /2 60 0 270 

7 –/2 0 0 0 

8 /2 0 0 –148 
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В общем случае применяют уравнение 

   0 ,   q J X I J J q    (9) 

где J  — псевдообратная матрица Якоби; X  — 
желаемая скорость перемещения рабочего ор-
гана; 0q  — вектор вторичной задачи. 

Адаптивное управление — метод управле-
ния системами с неопределенными или изме-
няющимися во времени параметрами. Далее 
приведена математическая модель адаптивной 
системы управления для РМ с восемью степе-
нями свободы. 

Система адаптивного управления. Приме-
нение адаптивного управления к РМ с восемью 
степенями свободы обусловлено несколькими 
основными причинами, связанными со слож-
ностью и неопределенностью. Большое число 
степеней свободы приводит тому, что движение 
одного сочленения влияет на все остальные, и 
создает сложную нелинейную динамику, кото-
рую трудно точно моделировать с фиксирован-
ными параметрами. Адаптивное управление 
становится необходимым для компенсации 
этой немоделируемой динамики и учета пара-
метрических неопределенностей, таких как не-
известная или смещающаяся полезная нагрузка 
и изменение инерции. Кроме того, система 
управления должна сохранять устойчивость к 
внешним возмущениям и эксплуатационной 
изменчивости. Также критерием является воз-
можность идентификации и настройки в ре-
альном времени контроллера, который непре-
рывно обновляет свою внутреннюю модель и 
законы управления для обеспечения стабиль-
ности, точности и желаемой производительно-
сти по всем восьми степеням свободы, несмот-
ря на присущие этому сложности. 

Динамическая модель РМ с восемью степе-
нями свободы имеет следующий вид: 

    ,  ( ) ( ) ,   M q q C q q q G q F q τ      (10) 

где  M q  — симметричная положительно 
определенная матрица инерции размера 88;  
q  — вектор ускорения сочленений, 8 ;q   
 ,  C q q  — матрица Кориолиса и центробеж-

ных сил размера 88; ( )G q  — вектор силы тя-
жести, 8( ) ;G q   ( )F q  — вектор силы трения, 

8( ) .F q   
Параметризация динамической модели. Ди-

намику можно линейно параметризировать 
через набор неизвестных параметров (напри-
мер, массы, инерции, коэффициентов трения) 

,pθ   где р — количество параметров. Тогда 
выражение (10) принимает вид 

    ,  ( ) ( )   M q q C q q q G q F q     

  ,  ,  , Y q q q θ    (11) 

где  ,  ,  Y q q q   — матрица регрессора размера 
8р (известные функции ,q  q  и ).q  

Представим модель (11) следующим обра-
зом: 
 ( ) ( ,  ) ( ) ,  A q x μ q q p q F  

где ( )A q  — матрица инерции в декартовой си-
стеме координат; ( ,  )μ q q  — вектор сил Корио-
лиса и центростремительных сил в декартовой 
системе координат; F  — вектор силы, прило-
женной к рабочему органу в декартовой систе-
ме координат,  ;mF  ( )p q  — вектор силы тя-
жести в декартовой системе координат, 

( ) .mp q  
Эта интегрированная модель позволяет кон-

троллеру управлять РМ на основе декартовой 
системы координат. Набор кинематических 
уравнений обеспечивает базовую математиче-
скую структуру для разработки динамических 
моделей и управления РМ с восемью степенями 
свободы. 

Алгоритм адаптивного управления. Как уже 
указывалось, адаптивное управление РМ с во-
семью степенями свободы позволяет справ-
ляться с такими неопределенностями в системе, 
как изменение полезной нагрузки, трение или 
немоделируемая динамика. Адаптивная систе-
ма управления непрерывно обновляет парамет-
ры на основе ошибки между желаемой и фак-
тической траекториями, обеспечивая точную и 
надежную работу. 

На основе кинематических и динамических 
моделей РМ с математической моделью (1)–(9) 
в систему управления добавлен механизм адап-
тивного управления. Эта комбинация, реализо-
ванная благодаря кинематическим и динамиче-
ским моделям, создает РМ, который является 
одновременно динамически устойчивым и вы-
сокофункциональным, так как полностью ис-
пользует восемь степеней свободы. 

Алгоритм адаптивного управления включа-
ет в себя расчет минимальных и максималь-
ных критериев модели РМ с восемью степеня-
ми свободы и их проверку. Если критерии со-
блюдены, система анализирует явление 
(процесс) в регионе и одновременно завершает 
тестирование. Затем она оценивает закон 
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управления, чтобы обеспечить необходимые 
изменения. 

Если все условия выполнены, то алгоритм 
завершает работу. В противном случае шаг по 
времени увеличивается, а минимальные и мак-
симальные критерии пересчитываются на ос-
нове модели РМ с восемью степенями свободы. 
Процедура повторяется до тех пор, пока все 
условия не будут выполнены. 

Закон адаптивного управления. Этот закон 
основан на управлении с обратной связью для 
стабилизации системы и законе адаптивного 
обновления для оценки неизвестных парамет-
ров. 

Управление с обратной связью. Входной 
управляющий сигнал определяется следующим 
образом: 
   ˆ,  ,  ,r p de e   Y q q q K K    

где ̂  — оценка неизвестного вектора парамет-
ров ,θ  ˆ ;p  pK  — положительно опреде-
ленная матрица коэффициентов пропорцио-
нального усиления размера 88; e  — ошибка 
положения (являющаяся искомой траектори-
ей), de q q   ( dq  — желаемое положение);  

dK  — положительно определенная матрица 
коэффициентов производного усиления, раз-
мера 88; e  — ошибка угловой скорости, 

;de q q     rq  — опорное угловое ускорение, 
.r d d dq q e e  K K    

Закон адаптивного обновления. Оценка па-
раметров ̂  обновляется онлайн согласно сле-
дующему закону адаптации [5]: 

   T ,  ,   ,q q q e


θ ΓY     
где Γ  — положительно определенная матрица 
адаптационного прироста размера рр. 

Такая структура гарантирует, что ошибка 
отслеживания стремится к нулю даже без пред-
варительного знания динамических парамет-
ров θ  РМ. 

 
Результаты и обсуждение. Эффективность от-
слеживания траектории РМ с восемью степеня-
ми свободы при адаптивном управлении отра-
жает рис. 2, где приведены зависимости желае-
мых (полученных с помощью планировщика) и 
фактических (измеренных) углов в сочленениях 
РМ от времени. Результаты моделирования под-
тверждают эффективность адаптивного кон-
троллера, демонстрируя последовательное сни-
жение ошибки отслеживания, так как контрол-
лер изучает динамику системы и корректирует 
ее параметры в реальном времени. Такая он-
лайн-адаптация гарантирует, что углы в сочле-
нениях будут сходиться с желаемыми, что явля-
ется свойством устойчивости, строго подтвер-
жденным анализом Ляпунова. 

Эффективность адаптивного контроллера 
при управлении угловыми скоростями сочле-
нений РМ отражает рис. 3, где приведены зави-
симости угловых скоростей сочленений РМ от 
времени. Видно, что адаптивный контроллер 
обеспечивает точное отслеживание угловой 
скорости сочленения динамическим регулиро-
ванием крутящего момента для минимизации 

 
Рис. 2. Зависимости желаемых и фактических углов в сочленениях РМ от времени 
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ошибок. Это достигается путем оценки пара-
метров в реальном времени, позволяя контрол-
леру изучать и компенсировать динамику си-
стемы, что приводит к приближению фактиче-
ских угловых скоростей к желаемым. 

Результаты сравнения показателей произво-
дительности адаптивного контроллера и систем 
управления на основе MPC [з24] и ФК [25] при-
ведены в табл. 2, где MPC и ФК — улучшение 
показателя адаптивного контроллера относи-
тельно первой и второй системы соответствен-
но. Видно, что у адаптивной системы управле-
ния показатели значительно лучше. По сравне-
нию с системой управления на основе MPC у 
адаптивного контроллера время установления 
снизилось на 58,3 %, время нарастания — на 
77,8 %, перерегулирование — на 97,8 %, ошибка 
в установившемся режиме — на 97,4 %, средне-
квадратическая ошибка — на 97,0 %, а по срав-
нению с регулятором на основе ФК — на 49,0; 
60,0; 97,5; 96,0 и 95,5 % соответственно. 

Полученные результаты отражают способ-
ность адаптивного контроллера обеспечивать 
точное и стабильное отслеживание траектории 
РМ с большим числом степеней свободы за счет 
эффективной компенсации неопределенностей 
системы. 

Выводы 
1. Разработана адаптивная система управле-

ния РМ с восемью степенями свободы, позво-
ляющая решать проблемы управления РМ с 
большим числом степеней свободы. Предло-
женный контроллер основан на подходе Ляпу-
нова, позволяющем оценивать неизвестные па-
раметры системы в реальном времени, такие 
как переменная полезная нагрузка и немодели-
руемые динамические характеристики, тем са-
мым обеспечивая точное отслеживание траек-
тории РМ и устойчивость в условиях динами-
ческих неопределенностей. 

 
Рис. 3. Зависимости угловых скоростей сочленений РМ от времени 

Таблица 2 
Показатели производительности контроллеров 

Показатель 
Система управления 

MPC, % ФК, % 
MPC ФК Адаптивная 

Время установления, с 1,20 0,98 0,50 58,3 49,0 
Время нарастания, с 0,9 0,5 0,2 77,8 60,0 
Перерегулирование, % 0,89 0,80 0,02 97,8 97,5 
Ошибка в установившемся режиме, % 0,460 0,300 0,012 97,4 96,0 
Среднеквадратическая ошибка 0,600 0,400 0,018 97,0 95,5 
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2. Эффективность предложенного адаптив-
ного контроллера оценена с помощью числен-
ного моделирования в среде MATLAB путем 
сравнения с системами управления на основе 
MPC и ФК. Результаты однозначно демонстри-
руют превосходство адаптивного метода. По 
среднеквадратической ошибке адаптивный 
контролер превосходит системы управления на 
основе MPC и ФК на 97,0 и 95,5 % соответ-
ственно. Кроме того, адаптивный контроллер 
показал значительное улучшение переходных и 
установившихся характеристик с существен-
ным сокращением времени установления 
(58,3 %), времени нарастания (77,8 %), перере-
гулирования (97,8 %) и ошибки в установив-

шемся режиме (97,4 %) по сравнению с систе-
мой управления на основе MPC, а также анало-
гичные результаты по сравнению с системой на 
основе ФК. 

3. Анализ полученных данных показал, что 
предложенная система адаптивного управления 
является не только теоретически обоснован-
ной, но и высокоэффективной и надежной для 
сложных робототехнических систем. Она 
устраняет проблемы вычислительной сложно-
сти и обеспечивает сходимость параметров, 
вследствие чего ее можно применять для опти-
мизации производительности РМ с большим 
числом степеней свободы в динамичных и не-
определенных условиях. 
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