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  1. Общие вопросы

   § 1. Вероятностная модель

В     ероятностной моделью, и ли вероятн остным про странством,

       называют совокупность т рех объектов .( )Ω, , PA
       I. Множество (прост ранство) элементарных событий Ω — со-

 вокупность элементов      , п редставляющих собой элементарные ис-

   ходы опыта (элементарные события).

 Пример 1:

      1) при однократном подбрасывании игральной кости элементар-

       ным исходом считают выпадение на верхней грани определенного

 числа очков;

         2) при работе датчика случайных чи с ел элементарный исход —

  выпавшее ч и сло;

      3) контролер готовой продукции измеряет некоторые параметры

       изделия, при этом результат (совокупность нескольких чи сел) также

   можно считать элементарным исходом.

       II. Совокупно сть п одмножеств множества удовлетворяетA Ω

       ряду условий. Элементы называютA событиями и обозначают

         большими латинскими буквами. Таким образом, события — это м н о-

         жества, и с ними можно проводить обычные действия, т акие, как

        пересечение, объединение, дополнение и др. Это накладывает на со-

      вокупность подмножеств дополнительные условия, которые пре-A
    вращают его в объект, называемый   -алгеброй событий. Приведем

 эти условия:

          1) , (пустое м ножество , или∅ ∈ A Ω ∈ A ∅ невозможное собы-

         тие, должно прин адлежать , все множество , илиA Ω достоверное

    событие, также должно п ринадлежать );A
             2) (наряду с его дополнение , илиA A∈ A ⇒ ∈ A A A A= Ω \

      противопол ожное событие, также должно быть элементом );A
  3) е сли Ai       ∈ A, тоn , , . ..,= 1 2

S
i

Ai  ∈ A и
T
i

Ai ∈ A.

     Пересечение конечного или счетного числа множеств
T
i

Ai либо

 произведение событий
Q
i

Ai      , а также и х объединение
S
i

Ai или

 сумма событий
P
i

Ai    должны быть элементами .A
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   Приведем еще не сколько определений:

 1) е сли      ∈ A, то говорят, что элементарный исход благопри-

  ятствует событию A;

           2) и называютсяA B несовместными событиями, если A B∩ =
 = ∅;

         3) определим разность событий A Bи как разно сть соответ-

      ствующих множеств A B A\ ≡ ∩       B; согласно условиям 2 и 3 раз-

   ность событий является событием;

         4) говорят также, что событие вл ечет событиеA B (наступле-

         ние события влечет наступление события , если .A B) A B⊆
      В случае конечного вероятностного про странства в кач естве

       алгебры событий обычно рассматривают систему всех подмно-A
  жеств множества .Ω

        Если же совпадает с множеством всех действит ельных чис елΩ

       или его подмножеством, то рассмат ривают т ак называемую боре-

л евскую       -алгебру, п орожденную полуинтервалами вида ( )−∞, a

       с помощью операций их конечного и бесконечного пере сечения

  и объединения. Эта       -алгебра включает все виды ин тервалов и по-

       луинтервалов, отдельные точки и другие «обычные» мн ожества.

          III. Функци я м ножества , определенная на , т. е. ставящаяP A
         в соответствие каждому действительное число , назы-A ∈ A P A( )

       ваемое вероятностью события A. Эта функция должна удовлетво-

  рять аксиомам Колмогорова:

          1) —∀ ∈ AA P A( ) 0> аксиома неотрицательности вероят-

ности ;

       2) —P ( ) = 1Ω аксиома нормировки;

 3) P
P

i

Ai


=

P
i

 P A( i),  если AiAj    = ∅ — аксиома -аддитив-
ности.

      Из аксиом легко устанавливаются следующие свойства вероят-

ности :

             1) е сли , то ;A B⊆ P B A P B P A( \ ) = ( ) − ( )
           2) е сли , то (свойство монотонности);A B⊆ P A P B( ) 6 ( )
        3) ;∀ ∈ AA 0 ( ) 16 P A 6

        4) ;∀ ∈ A −A P A( ) = 1 P A( )
        5) (теорема сло-∀ ∈ A −A,B P A B P A P B( + ) = ( ) + ( ) P AB( )

жения);
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  6) е сли B1 ⊇B2 ⊇B3   ⊇. .. т ак, что
Q
i

Bi   = lim∅, то
n→∞

 P B( n) = 0

 (свойство непрерывности).

      Ниже приведены примеры вероятностн ых м оделей.

                               К л а с с и ч е с к а я в е р о я т н о с т н а я м о д е л ь. Множество

        элементарных исходов конечно, и все исходы считаются рав-Ω

      новероятн ыми, т. е. каждому элементарному исходу приписывается

 вероят н ость
1

n
          , где . При этом содержит все подмноже-n = | |Ω A

  ства . ТогдаΩ

  P A( ) =
X

i A∈

 P ( i  ) =
1

n
| |A =

| |A

| |Ω

        и получаем классическо е определение вероятн о сти как отношения

         мощностей множеств и , или числа благоприят н ых исходовA Ω

   к общему числу исходов.

      Пример 2. Р ассмотрим опыт, заключающийся в двукратном

        подбрасывании и гральной кости. Если кость правильная, т. е. грани

            выпадают одинаково часто, то пары , где — число очков, вы-( )i, j i
            павшее в первый раз, а — чи сло очков, выпавшее во второй раз,j

        можно счит ать равновозможными. Число т аких пар со ставляет 36,

      так что вероятность каждого элементарного исхода будет
1

36
.

  Вычислим вероятность события

      A = {сумма выпавших очков меньше 6}.

       Для этого перечислим все исходы, благоприятствующие этому со-

                  бытию: , , , , , , , , ,(1 1), (1 2), (1 3), (1 4), (2 1), (2 2), (2 3), (3 1), (3 2),
      (4 1), . Тогда, согласно классиче скому определению вероятно сти,

  P A( ) =
| |A

| |Ω
=

10

36
=

5

18
.

                           Г е о м е т р и ч е с к и е в е р о я т н о с т и . Пусть — какая-либоΩ

        геом етриче ская фигура, имеющая меру, т. е. длину, площадь и ли

       объем. В каче стве выступает совокупность измеримых п одмно-A
         жеств . В ероятностью события в этой модели полагаютΩ A ∈ A

         отношение мер множеств и , т. е.A Ω P A( )
def

==
 mes A

 mes Ω
.
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       Пример 3 (игла Бюффона). На пло ско сть, разлинованную пря-

          мыми, параллельными оси и отстоящими одна от другой на рас-Ox
             стоянии , н аудачу бросается игла длиной ( ) (рис. 1). С какойL l l < L

     вероят н остью игла пересечет какую-либо лин ию?

 Рис. 1

         Решение. Пусть — расстояние от центра иглы до ближайшейp

 прямой, а          — угол между и глой и прям ым и. Тогда p ∈
h

0,
L

2

i
,

а ∈
h

0,
2

i
       , причем считаем, что все эти значения равновозможны.

      Множеством элементарных исходов здесь будет прям оугольник,Ω

       изображенный н а рис. 2. Выделим теперь благоприятные исхо-

       ды , т. е. такие знач ения иA p      , п ри которых игла пересечет одну

 из п рямых.

 Рис. 2

  Это произойдет, е сли
l

2
sin     > p (см. зашт рихованное множе-

         ство на рис. 2). Тогда искомая вероятно сть равна отношению п ло-

     щадей, т. е. P A( ) =
4

L

2]

0

l

2
sin d =

2l

L
.
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        Пример 4. Три раза запускается датчик случайных чис ел, вы-

         бирающий числа из интервала . Результатом этого опыта (эле-[0 1],
          ментарным исходом) можно считать т ройку чис ел — точку( )x, y, z

         в кубе со стороной 1. Вероятность выбора точки из какой-либо

       части куба, очевидно, пропорциональна объему этой части. Поэто-

     му применяем модель геометриче ских вероятностей. Рассмотрим

                   события и и вычислим их вероят-A z <x y= { + } B x> y > z= { }
          ности (на рис. 3 и 4 изображены соответствующие части куба). Так

     как , тоmes = 1Ω

     P A A( ) = mes =
]]]

A

   dxdy dz =

=
]]

x y+ 61

x y+]

0

dz


  dxdy +

]]

x y>+ 1

 1]

0

dz


  dxdy =

=
1]

0

dx
1−x]

0

dy
x y+]

0

 dz +
1]

0

dx
1]

1−x

dy
1]

0

 dz =

=
1]

0

dx
1−x]

0

    ( + ) +x y dy
1]

0

dx
1]

1−x

 dy =

=
1]

0


x(   1 ) +− x

1

2
 (1 )− x 2


 dx +

1]

0

  xdx =

=
1

2

1]

0

     (1 )( + 1) +− x x dx
1

2
=

1

2


 1 − 1

3


+

1

2
=

5

6
.

     P B B( ) = mes =
]]]

B

   dxdy dz =
1]

0

dx
x]

0

dy
y]

0

 dz =
1]

0

dx
x]

0

  y dy =

=
1]

0

x2

2
 dx =

x3

6


1

0
=

1

6
.

                                     А б с о л ю т н о н е п р е р ы в н а я в е р о я т н о с т н а я м о д е л ь.

       В кач е стве м ножества элементарных исходов рассматриваетсяΩ

       действительная п рямая , событиями считаем борелевские под-R

         множества . Вероятно сть событий в этой модели задается с помо-R

       щью функции плотности вероятностей p x( ), т. е. неотрицательной
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