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  1. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ
 ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ

    1.1. Устойчивость движения по Ляпунову

    1.1.1. Основные понятия и определения

     Предположим, что дискретная система автоматического упра-
     вления (САУ) описывается системой разностных уравнений

xi  [n+1] = fi  (n, x1[ ]n , . . . , xk     [n]) (i= 1, 2, . . . , k). (1..1)

      Правые части уравнений (1.1) полагаются однозначными не-
    прерывными функциями переменных n x, 1, . . . , xk    . Тогда для лю-

   бых заданных начальных условий

x1[n0] = x10, . . . , xk[n0] = xk0 (1..2)

      существует и притом единственное решение системы разностных
      уравнений (1.1), удовлетворяющее этим начальным условиям. Си-

       стему уравнений (1.1) можно записать в векторной форме:

   x[n+1] = f x(n, [n]),

 где x[n] =

⎡⎣ x1[ ]n
. . .

xk[ ]n

⎤⎦   ; ( [f n, x n]) =

⎡⎣ f1  (n, x1[n], . . . , xk[n])
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fk  (n, x1[n], . . . , xk[n])

⎤⎦.

     Начальные условия (1.2) примут вид x[n0] = x
0  . Пусть

  x= ξξ  ξ[ ]n (1..3)

      — некоторое решение системы (1.1), удовлетворяющее начальным
   условиям в векторной форме

ξξξ[n0] = x
0  . (1..4)
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       Решение называется устойчивым по Ляпунову, если для любого
            числа ε > 0 существует такое число δ > 0, зависящее от ε, что

      для любого другого решения x = ϕϕ    ϕ[ ]n , удовлетворяющего в на-
   чальный момент времени n0 неравенству

x
0  − ϕϕϕ[n0]

  < δ, будет
  справедливо неравенство ξξ   ξ ϕ[ ]n − ϕ        ϕ ε[ ]n < для всех n n 0.

       Решение (1.3) называется неустойчивым по Ляпунову, если су-
             ществует такое число найдетсяε > 0, что для любого числа δ > 0

   такой момент времени n1 > n0     , что будет справедливо неравенство
ξξξ[n1  ]− ϕϕϕ[n1          ] ε, несмотря на то что имело место неравенствоx
0  − ϕϕϕ[n0]

  < .δ

     Решение (1.3) называется асимптотически устойчивым, если:
   1) это решение устойчиво;
        2) существует такое число A > 0, что для любого реше-

   ния x = ϕϕ      ϕ[ ]n , удовлетворяющего при n n= 0 неравенству
x
0 −

−ϕ[n0]
     < A, будет справедливо равенство lim

n→∞
    − ξ[ ]n ϕ[ ]n = 0.

     Движение, соответствующее решению (1.3), обычно называют
      невозмущенным движением. Другие решения (x = ϕϕ  ϕ[ ]n ), которые

       могут быть получены при изменении начальных условий (1.2),
      соответствуют возмущенным движениям. С помощью замены пе-

ременных

    y x= − ξξ  ξ[ ]n (1..5)

       исследование устойчивости решения (1.3) можно свести к иссле-
      дованию устойчивости тривиального решения. При замене (1.5)
    система уравнений (1.1) примет вид

  y[n+1] = ]+f y(n, [n ξξ     ξ ξ[ (n])−f n, ξξ[n]),

    или y[n+1] = g y(n, [n]), (1..6)

      где g y f y(n, [n]) = (n, [n] + ξξ     ξ ξ[ (n])−f n, ξξ[n]).

Очевидно, ч         то g(n, 0) = 0, т. е. система уравнений (1.6) имеет
       тривиальное решение y[n] = 0. Если решение x = ξξ  ξ[n] системы

       уравнений (1.1) устойчиво или асимптотически устойчиво, то бу-
     дет соответственно устойчивым или асимптотически устойчивым

       и тривиальное решение системы уравнений (1.6). Дадим опреде-
     ления устойчивости, неустойчивости и асимптотической устойчи-
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     вости тривиального решения. Пусть система уравнений

   x[n+1] = f x(n, [n])

      имеет тривиальное решение x[n] = 0, т. е. f(n, 0) = 0. Правильное
       решение называется устойчивым по Ляпунову, если для любого

              ε > 0 существует такое число δ > 0, зависящее от ε, что для лю-
     бого другого решения x = ϕϕ    ϕ[ ]n , удовлетворяющего в начальный

  момент времени n0  неравенству ϕ[n0     ] < δ, будет справедливо
 неравенство ϕϕ        ϕ ε[ ]n < для всех n n 0.

     Тривиальное решение называется неустойчивым по Ляпунову,
             если существует такое число ε > 0, что для любого числа δ > 0

    найдется такой момент времени n1 > n0    , что будет справедливо
 неравенство ϕϕϕ[n1          ] ε, несмотря на то что имело место неравен-

 ство ϕϕϕ[n0   ]< .δ

    Тривиальное решение называется асимптотически устойчи-
 вым, если:
   1) это решение устойчиво;
        2) существует такое число A > 0, что для любого решения

  x= ϕϕ      ϕ[ ]n , удовлетворяющего при n n= 0  неравенству ϕϕϕ[n0  ]< A,
  будет справедливо lim

n→∞
  ϕ[ ]n = 0.

     Далее будем рассматривать устойчивость тривиального реше-
    ния автономной системы разностных уравнений

   x[n+1] = f x( [n]). (1..7)

      1.1.2. Теоремы Ляпунова об устойчивости и неустойчивости

      Введем некоторые новые понятия. Функция V x( 1, . . . , xk  ) на-
    зывается знакоположительной (знакоотрицательной) в некоторой
        области G фазового пространства X , если эта функция удовлетво-

   ряет неравенству V x( 1, . . . , xk     ) 0 ( (V x1, . . . , xk     ) 0 ) для всех
  точек этой области.

  Функция V x( 1, . . . , xk    ) называется определенно положитель-
         ной (определенно отрицательной) в области G, если для всех то-
       чек области, кроме начала координат, функция V x( 1, . . . , xk   ))> 0

 (V x( 1, . . . , xk           ) 0< ), а в начале координат, т. е. при x1   = =. . . xk = 0,
  функция V x( 1, . . . , xk     ) = 0. Функции первого типа называются
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       также знакопостоянными, а функции второго типа — знакоопреде-
ленными.

    Первой разностью функции V x( 1, . . . , xk     ), взятой в силу си-
    стемы уравнений (1.7), называется функция

 ΔV x( 1, . . . , xk  ) = V x( 1  [n+1], . . . , xk    [n+1])−V x( 1[ ]n , . . . , xk  [n]) =

  = (V f1(x1[ ]n , . . . , xk[n]), . . . , fk(x1[ ]n , . . . , xk  [n]))−

  −V x( 1[ ]n , . . . , xk[n]).

     Следующая теорема определяет условия устойчивости триви-
     ального решения системы разностных уравнений (1.7).

       Теорема 1.1. Если в некоторой окрестности начала координат
    существует знакоопределенная функция V x( 1, . . . , xk   ), такая, что

         ее первая разность в силу системы уравнений (1.7) является зна-
     копостоянной функцией противоположного знака, то тривиальное

   решение системы (1.7) устойчиво.
                 Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть область G существова-

    ния знакоопределенной функции V x( 1, . . . , xk  ), удовлетворяющей
       условию теоремы, определяется неравенством  x  H . Обозна-

     чим l = inf V ( )x

 x =ε

         . Таким образом, для всех точек сферы  x = ε

             функция V l( )x  . Выберем теперь такое число δ > 0, чтобы сфера
        x = δ целиком лежала внутри области G1      , для которой V ( )x < l.

           В силу свойств функции V ( )x такое число δ всегда существует. Да-
    лее выберем начальное значение x[n0] = x0   таким образом, чтобы

  выполнялось неравенство x0       < δ. Тогда для любого n > n0 будет
         иметь место неравенство  x[ ]n < ε, что и означает устойчивость

       тривиального решения. В самом деле, первая разность функции
    V n( [x ]) будет иметь вид

          ΔV n V n( [x ]) = ( [x +1])−V n( [x ]) = ])−W n( [x ,

     причем функция W ( )x знакоположительная. Тогда

    V n V n( [x ])− ( [x 0   ]) =−
n−1
i n= 0

   W i .( [x ]) 0

  Отсюда следует, что

    V n V n( [x ]) ( [x 0  ])< l
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           и траектория не достигает границы овала V l(x) = , а значит, и гра-
          ницы сферы . Это свидетельствует о том, что тривиальное x = ε

   решение x[n] = 0 устойчиво. 

    Рассмотрим теорему об асимптотической устойчивости.
       Теорема 1.2. Если в некоторой окрестности начала коорди-

     нат существует знакоопределенная функция V x( 1, . . . , xk  ), первая
        разность которой в силу системы уравнений (1.7) является знако-

     определенной функцией противоположного знака, то тривиальное
    решение системы (1.7) асимптотически устойчиво.

                   Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что в си-
       лу теоремы (1.1) тривиальное решение системы уравнений (1.7)

       будет устойчивым. Пусть функция V (x) положительно определен-
         ная. Тогда согласно условию теоремы ее первая разность в силу

      системы уравнений (1.7) будет отрицательно определенной функ-
  цией, т. е.

          ΔV n V n( [x ]) = ( [x +1])−V n( [x ]) = ])−W n( [x ,

       причем функция положительно определенная. Поэтому име-W ( )x

  ют место неравенства

   V n( [x +1])< V ( [x n])< . . . < V ( [x n0]).

         Отсюда следует, что функция V n( [x ]) при n→∞ образует моно-
     тонно убывающую последовательность, ограниченную снизу, ибо

   V n( [x ]) 0.
     Всякая монотонно убывающая ограниченная снизу последова-
    тельность имеет предел, поэтому существует

lim
n→∞

   V n .( [x ]) = α

            Покажем, что этот предел равен нулю. В самом деле, пусть α > 0.
       Тогда последовательность значений { }x[ ]n не стремится к нулю

         при n→∞ и существует область  x[ ]n  h, куда изображающая
     точка не попадает. Отсюда следует, что

   −W n l( [x ])
  > 0

  для всех n > n0. Тогда

  V n n( [x ])< V ( [x 0   ])−nl  < 0
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