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УДК 621.396.62 

Спектральная модель морской поверхности.  

Особенности реализации и результаты моделирования 

  Н.В. Верденская, М.Т. Кобилов 

АО «   НПО дальней радиолокации имени академика А.Л. Минца»

      Рассмотрена спектральная модель взволнованной морской поверхности которая,  
описана однородным гауссовским случайным полем возвышений относительно сред-

 него уровня    ( , , ),x y tω        однозначно зада спектральной мерой. Такая модель ваем  ым

       рассматривает случайный волновой процесс как суперпозицию бесконечного числа 
элементарных волн с различными амплитудами, частотами, направлениями распро-

странения и случайными фазами, равномерно распределенными в интервале  [0, 2π].
 Эмпирически подобраны аппроксимации частотного и углового спектров с соответ-

ствующей параметризацией. Предложенная модель расширена до пространственной, 

а затем и пространственно временной модели. Представлены результаты моделир- о-
вания, включающие непрерывную трансформацию морской поверхности. 
  

Ключевые слова: морская поверхность, случайное поле, спектральная модель, модель 

авторегрессии скользящего среднего, частотный спектр, угловой спектр. 
 

       Введение. Нерешенной, но очень актуальной в разных приложе-
        ниях является задача обнаружения и распознавания объекта на фоне 

       подстилающей поверхности, в данном случае — поверхности моря. 
Поскольку морская поверхность является сложной, нерегулярной тек-

         стурой, к тому же быстро изменяющейся во времени, а проведение 
натурных экспериментов — сложной и дорогой процедурой, создание 
математической модели подстилающей поверхности и объектов на ней, 
а также модели отражения сигнала (электромагнитной волны) от такой 

  поверхности является практически необходимым условием для разра-
     ботки эффективных алгоритмов обнаружения и распознавания объек-

тов на поверхности. 
     Выбор модели поверхности. Поскольку морская поверхность 

        с точки зрения крупномасштабной структуры является плоской, а ее 
      средне- и мелкомасштабная структура описывается типом волнения, 

которое является изменчивым и  носит в основном случайный характер 
  (за исключением гравитационных волн), для е описания используют е 

различные модели случайных полей. К ним относятся марковские слу-
чайные поля, линейные модели авторегрессии и скользящего среднего 

      (АРСС), диффузионные модели (расширение на плоскость понятия 
диффузионного процесса) и др. Наиболее простыми и удобными явля-
ются модели авторегрессии и скользящего среднего. 
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Линейные модели рассматривают случайный волновой процесс как 
  суперпозицию бесконечного числа элементарных волн с разными ам-

плитудами, частотами, направлениями распространения и случайными 
фазами, равномерно распределенными на ле интерва  [ ]  0, 2 .π  

Наиболее простой моделью, формула которой выводится в рамках 
         линейной теории волн, является модель Лонге — 1Хиггинса (ЛХ) [ ]. 

Модель ЛХ представляет взволнованную морскую поверхность в виде 
суперпозиции элементарных гармонических волн случайных амплитуд 

nc  и фаз ,nε  равномерно распределенных на интервале  [ ]  0, 2 .π  Подъем 

(координата ) поверхности определяется формулой z
 

 ( )     ( , , ) cos .   n n n n n

n

         x y t c u x v y tζ = + − ω + ε∑                        (1) 

Здесь волновые числа  ( ),n nu v  непрерывно распределены на плоскости 

( , )u v , т. е. площадка  du dv×  содержит бесконечно большое количество 
       волновых чисел. Частота связана с волновыми числами дисперсион-

ным соотношением  ( ), . n n nu vω = ω  

Функция  ( , , )x y tζ     является трехмерным эргодическим стационар-
ным однородным гауссовым процессом, определяемым соотношением 

2 2 ,( ) ,n

n

    E u v dudv cζ =∑  

где  ,( )E u vζ  — двухмерная спектральная плотность энергии волн. Ко-

эффициенты nc       определяются из энергетического спектра волнения 
 ( )S ω  по формуле 

1

 ( ) .
n

n

n  c S d
+ω

ω

 = ω ω∫  

        Проще говоря, модель Лонге — Хиггинса предполагает, что слу-
чайные амплитуды элементарных гармонических волн суммарно несут 
энергию, определяемую спектром волнения. 

Можно показать, что модель   (1) представляет собой частный слу-
чай известной статистической модели случайных полей на решетке — 
модели авторегрессии и скользящего среднего. м е  При тако подход для 
определения коэффициентов  ( , )n n c ε применяется решение стандартной 

       системы уравнений Юла — Уокера, при этом можно показать, что ее 
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спектр является спектром Пирсона Московица. В работе [ — 2] для по-
строения модели морской поверхности предлагается рассмотреть более 

       широкий класс моделей АРСС, разнообразие которых достигается за 
     счет выбора автокорреляционных функций разного вида. Стоит заме-

тить, что автокорреляционная функция однозначно связана со спектром 
(если он конечен) известной теоремой Бохнера — Хинчина. 

Второй подход, выбранный  в качестве основного, авторами базиру-
         ется основан на построении модели типа (1)  с заданным спектром. 

        В работе [3] предполагается, что морская поверхность может быть 
описана однородным гауссовским случайным полем возвышений отно-
сительно среднего уровня    ( , , ),x y tω  которое однозначно задается спек-
тральной мерой 

                 ( , , ) ( , , )F d d d f d d dλ ν µ = λ ν µ λ ν µ  

с плотностью  ( , , )f λ ν µ  и корреляционной функцией 

3

   ( , , ) cos( ) ( , , ) .
R

                R x y t x y t f d d d= λ + ν + µ λ ν µ λ ν µ∫  

Плотность  ( , , )f λ ν µ  является обобщенной и сосредоточена на не-
которой поверхности. 

   Рассмотрим поверхность морского волнения   ( , , )x y tω    в фиксиро-
ванный момент времени 0:t  

0
    ( , ) ( , , .) t t u x y x y t == ω λ                                    (2) 

Тогда  ( , )u x y        — однородное гауссовское случайное поле со спек-
тральной плотностью 

   ) , )( , ( ,
R

 f f dλν    λ ν = λ ν µ µ∫                                      (3) 

и корреляционной функцией 

0

   , cos(( ) , ) .) (xy      R x y x y f d dλν     = λ + ν λ ν ν λ∫ ∫

∞ ∞

−∞

 

Наряду с параметрами  λ  и ν  часто удобно рассматривать поляр-
ные координаты 

 ( )
 2 2 2            ,  arg ,  sin ,  cos .ir = λ + ν ϕ = λ + ν λ = r   ϕ ν = r ϕ        (4) 

      При этом спектральные плотности связаны следующими о-соотн
шениями [4  ]:
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 ) ,
)

(
,

,
(f

f
rϕ

λν

r ϕ
 λ ν =

r
 

  ( ) ( ), , .f f rϕ λν  r ϕ = r λ ν  

  Спектральную плотность поля  ( ) ,u x y     можно представить следу-

ющим образом:  
, 1

  , ( ) ( , ),  ,
2

( )
( )

f g
  f S Q g

rϕ

λν

r ϕ
      λ ν = = µ ϕ µ µ = r

 r r r
           (5) 

где g  — ускорение свободного падания; r   определяются выражи ϕ е-
 ниями (4);  ( )S µ      — частотный спектр волнения;  ( , )Q ϕ µ    — угловой 

спектр волнения.  
Если считать, что    ( , ) ( )Q Qϕ µ = µ , то говорят, что спектр 

( )
( )

, 1
  , ( ) ( )

2

f g
 f S Q

rϕ

λν

r ϕ
    λ ν = = µ ϕ

 r r r
 

факторизуется, т. е.           ( , ) ( ) ( ),S S Qω θ = ω θ  где  ( )S ω  — ; частотный спектр
 ( )Q θ           — угловой спектр. Чаще всего для частотного спектра исполь-

зуют модель Пирсона — Московица, а для углового спектра — модель 
Дарбишайра. 

Спектр Пирсона — Московица: 
42

max
5

   ( ) exp ,
g

S
 a ω 

  ω = −β  
 ω ω 
 

                           (6) 

где 3  8,1 0 ,1 −
 a = ⋅  0,74β =      — параметры аппроксимации, рассчитан-

ные экспериментально; g  — ускорение свободного падения; maxω  — 
      частота составляющей спектра с максимальной амплитудой, которая 

при известной скорости ветра V  равна max .
g

V
ω =  

Угловой спектр Дарбишайра: 

0
2

  2,96 ( )
   ( ) exp ,

0,114
Q

 − ϕ − ϕ 
ϕ =  

ππ π  

                             (7) 

где 0ϕ  — угол между направлением зондирования и направлением ветра. 
       Для аппроксимации частотных и угловых спектров морского вол-

нения используют разные выражения, однако задача получения, а также 
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оценки точности аппроксимации спектров этими выражениями по ре-
альным данным остается отдельной задачей. 

   В данной работе будем использовать аппроксимацию частотного 
спектра, рассмотренную в диссертации Греневой [5  ]:

 

( ]

     ( ) ( ) ( ) ( )  ( )

[ )

55 5
  max max max1

0 1
1

1
   1 2 1 1 2

2 1

2 5
2 3

      6 exp 1,2 ,  0, ;

( )
 ,  , ;

   0,0078 ,  , ,

m

S
 S S S

g

−

−

         µ µ µ 
      µ − − ω∈ µ      
  µ µ µ          

µ =  µ − µ
       µ + µ − µ µ∈ µ µ

 µ − µ


   µ µ∈ µ µ

 (8) 

 
где  

  0,7 0,7 1
    1 max 2 max 3   1,8 ,  2 ,  3 ;0c − − −

  µ = µ µ µ = µ µ µ =   

    2 4 3,19 1
 0 max   0,00127 ,  .    m g v v g − − −

   = µ µ = µ  

Здесь v  — скорость ветра на высоте 10 м над уровнем моря; maxµ  — 
частота спектрального максимума спектра.  

     Будем также рассматривать аппроксимацию углового спектра, 
 представленную в работе [ ], которая предполагает независимость у6 г-

лового распределения энергии от частоты μ: 

22
     ( ) cos ,  , .

2 2
Q

 −π π 
 ϕ = ϕ ϕ∈

 
π  

                              (9) 

      В приведенных выше формулах предполагается, что направление 
ветра совпадает с осью OX. 

Рассмотрим пространственную спектральную модель поля   ( , ),u x y  
имеющую следующий вид: 

   ( ) ( )
1 1

   , cos( sin) ,
n m

       mn ij ij ij ij ij ij ij

i j

   u x y a x y x y
 = =

       = x λ + ν + η λ + ν
 ∑∑    (10) 

где , ij ijx η       — независимые стандартные нормальные случайные вели-

чины; ija       определяется конкретным численн е-ым алгоритмом постро

ния спектральной модели. 
    П , что спектральная плотность поля редположим  ( , )u x y   -сосредо

точена в области    ( ) ( )     0, , .A B BΛ = × −  В качестве спектральной области 
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модели ,( )nm u x y  рассмотрим прямоугольную область  ( )0,mn
mn AΛ = ×

 ( ), . mn mn  B B× − ⊆ Λ
 
 

      Пространственную спектральную модель вида со спектрал(10) ь-

 ной областью mn
Λ       будем называть пространственной моделью —

спектральн модельой ю морской поверхности ) (рис. 1). (СММП
 

 
 

Рис.  1. Спектральная область     (0, ) ( , )mn
 mn mnmn    А B BΛ = × −   

модели (10 ) поля  ( , )u x y  и ее разбиение на подобласти 

 

      Если при построении СММП используется принцип разбиения 
   спектрального пространства, то область mn

Λ      будем разбивать на по-

добласти mn
ijΛ  размером mnA

n
  ×

2
,mnB

m
 где   1, ..., ;i n=    1, ..., ;j m=  m  — 

четное число;  n m N× =  — число гармоник (см. рис. 1). 
Точность моделей СММП зависит от размеров спектральной обла-

сти ,mnA  mnB  и от количества используемых гармоник .N  Отметим, что 
выбор оптимальных параметров модели определяется как структурой мо-
делируемого случайного поля, так и задачей, которую нужно решить. 

        Теперь задача состоит в переходе от пространственной модели к 
      пространственно-временной, т. меняющейся во времени. Оказе. из ы-

вается, что в случае глубокой воды это сделать достаточно просто. 
     Для морского волнения выполняется соотношение, называемое 

дисперсионным, см., например, [7]: 
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( )  2 2 2 2 2      th ,g Hµ = λ + ν λ + ν                           ( ) 11

где    , ( , )µ λ ν        — временная частота и пространственные частоты моно-
  хроматической морской волны; g      — ускорение свободного падения; 

H  — глубина водое  ма. 
      Из дисперсионного соотношения следует, что спектральная мера 

поля   ( , , )u x y t  сосредоточена на поверхности, описываемой уравнением 

( ) 2 2 2 2     th 0.g Hλ + ν λ + ν =                          (12) 

Физический смысл соотношения (12) состоит в следующем: волна 

длиной 
2 2

2
L

π
=

 λ + ν

 на водной поверхности распространяется с фик-

сированной скоростью 

( )2 2th
.

2

 gL H
V

 λ + ν

=
π

 

В случае глубокой воды, т. е. 2 2   1,H λ + ν 2  дисперсионное соот-
ношение (11) упрощается, принимая вид [7] 

 2 2 2
   gµ = λ + ν                                        (13) 

и спектральная мера поля   ( , , )u x y t  сосредоточена на поверхности 

2 2 2    0.g λ + ν − µ =                                    (14) 

В случае глубокой воды волна длиной 
2 2

2
L

π
=

 λ + ν

 на водной по-

верхности бежит с фиксированной скоростью .
2

gL
 V =

π
 

Предположим для простоты, что поверхность моделируется на до-
статочном отдалении от берега, поэтому можно пользоваться упрощен-
ной моделью для глубокой воды. 

    Дисперсионное соотношение обеспечивает относительно простой 
переход от пространственной спектральной модели к пространственно-
временной, поскольку ,λ ν  μ (13). Простраи связаны соотношением н-

    ственно временная модель морской поверхности, соответствующая -
пространственной модели (10), принимает в  ид
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 ( )  ( )
1 1

   , cos sin( ;
n m

      mn ij ij ij ij ij ij   ij ij ij

i j

        u x y a x v y t x v y t
 = =

         = x λ + + µ + η λ + + µ
 ∑∑  

 2 2 2 ,  ij ij ij g vµ = λ +                                        (15) 

 
где , ij ijx η       — независимые стандартные нормальные случайные вели-

чины. 
  Корреляционную функцию поля   ( , , )w x y t    в случае глубокой воды 

можно представить в виде 

2

       ( , , ) cos( , ) ,()
R

      R x y t x y t f d dλν
       = λ + ν + µ λ ν λ ν∫                  (16) 

где 

2 2

 2 2 2 2

1
     , ( ) ( ),  ;

2
( )

g
 f S Q gλν       λ ν = µ ϕ µ = λ + ν

   λ + ν λ + ν

     (17) 

g  — ускорение свободного падения;   ( ),S µ   ( )Q ϕ  — частотный и угловой 
спектры морского волнения. 

Таким образом, для описания пространственно-временной СММП, 
также как и для пространственных моделей, достаточно задать частот-
ный  ( )S µ  и угловой  ( )Q ϕ   спектры.

Задача моделирования реальной шероховатой поверхности. За-
       дача моделирования состоит не просто в выборе математического  

аппарата, позволяющего получить поверхность «близкую» к «наблюда-
емой», но и приобретении умения параметризовать модель таким обра-

       зом, чтобы поверхность требуемой структуры получалась при вариа-
       ции «косвенных» параметров, измерить которые гораздо проще, чем 

непосредственно поверхность. Частично такая параметризация уже ре-
ализована при задании спектров по частоте (8) (9),и углу  по крайней 
мере там учтены наибольшая и наименьшая частоты колебаний и ско-
рость ветра. Однако понятно (см. [8]), что этого недостаточно — осу-
ществить более «тонкую» настройку модели можно только на базе экспе-
риментальных данных. Следует также заметить, что понятие «близости» 

       для реализаций случайных полей означает, что близки характеристики 
самих полей, а не конкретные реализации. На языке наблюдателя это их 
означает, что реализации близки по своим статистическим характеристи-
кам (средняя высота волн, удельная энергия, частота колебаний и т.  д.)
и обладают схожей текстурой. Под текстурой понимается характерный 
случайный рисунок поверхности. 
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Описание программы. Для расчета пространственной модели (10) 
морской поверхности необходимо предварительно задать скорость вет-
ра, частоту спектрального максимума спектра, а также прямоугольник 

       в координатах , , х у для которых рассчитывается пространственная  
       модель. После этого необходимо рассчитать все величины, зависящие 

       исключительно от входных данных. Согласно формулам (8)– , (10) для 
     построения пространственной модели необходимо будет рассчитать 

двойной интеграл. Расчет данного интеграла будем проводить методом 
      прямоугольников. Таким образом, для каждого элемента разбиения 

необходимо будет вычислить интеграл. Следует сделать n m×  таких вы-
        числений, где n  — и m величины,  задающие «мелкость» разбиения 

спектрально пространства    ( ) ( )     0, , .A B BΛ = × −  Это большой объем вы-

числений, требующий большого количества времени при исполнении в 
   один поток. Для ускорения вычислений создадим прсерию оцессов по 

числу ядер машины, выполняющих параллельные вычисления, и -оче
редь, в которую поместим индексы строк вычисляемой матрицы. Каж-
дый процесс будет брать из очереди индекс и считать для строки с дан-

        ным индексом значения методом прямоугольников и помещать их в 
матрицу. По окончании вычислений для 1-й строки процесс будет про-
верять наличие индексов в очереди. При нахождении индекса он будет 
делать вычисления для строки, а при — его отсутствии останавливать-

 ся и терминироваться. Данный подход приемлем, так как размер мат-
рицы заранее известен и поступление новых индексов в очередь в про-
цессе вычисления невозможно. 

После того как были вычислены все интегралы можно было бы при-
ступить к вычислению , спектра однако предварительно необходимо рас-

    считать центры клеток спектрального пространства  ( )0,mn
mn AΛ = ×  

 ( ), . mn mnB B× −  , Помимо этого согласно [5], необходимо задать , ij ijx η  — 

    независимые случайные величины для каждого , .i j    Генерацию слу-
      чайных величин будем производить с использованием генератора 

PCG-64  бит.
      Теперь все величины, необходимые для вычисления поверхности 

модели, подсчитаны, и можно по формуле (10) рассчитать для каждой 
точки заданного прямоугольника из пространства ,x y  значения. 

Таким образом, пространственная модель морской поверхности для 
заданных точек из пространства ,x y  будет построена. 

Для построения пространственно-временной модели, как уже было 
         показано в необходимо учитывать еще и (15), время. Сделав неболь-

      шую модификацию функции, вычисляющей выражение под знаками 
суммы согласно (15), можно вновь использовать алгоритм вычисления 
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пространственной функции. Необходимо лишь предварительно рассчи-
        тать для каждого центра клетки в спектральном пространстве. Затем 

 для каждого t        из заданного периода времени рассчитать простран-
ственную модель по формуле (15). 

Результаты моделирования. Для пространственно-временной моде-
ли была взята акватория в глубокой воде размером 100 100 м ри скор×  п о-
сти ветра 5 м/с и частотой спектрального максимумас , ,равной 0 5 с−1. Ре-
зультаты построения пространственно-  пвременной модели редставлены 
на рис. 2 7.–  

 

  
 

Рис.  2. Морская поверхность при скорости 5 м/с, секунда 0 
 
 

 
 

 
Рис.  3. Морская поверхность при скорости 5 м/с, секунда 2 
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Рис.  4. Морская поверхность при скорости 5 м/с, секунда 4 

 

 
 

Рис. 5. Морская поверхность при скорости 5 м/с, секунда 6 
 

 
 

Рис. 6. Морская поверхность при скорости 5 м/с, секунда 8 
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Рис.  7. Морская поверхность при скорости 5 м/с, секунда 10 

 

Важно отметить, что поверхность на рис. 2–7 трансформируется 
непрерывно с изменением времени. 

     Заключение. Рассмотренная модель морской поверхности отве-
чает основным требованием моделирования такого сложного, дина-

      мически изменяющегося объекта, как морская поверхность. Мор-
ская поверхность описана однородным гауссовским случайным полем 

 возвышений относительно среднего уровня, которое однозначно зада-
ется спектральной мерой. Спектральная мера предполагается фактори-

        зуемой и описана угловым и частотным спектрами, модели которых 
     хорошо соответствуют наблюдениям. Модели хорошо параметризова-

ны, что позволяет управлять состоянием поверхности при моделирова-
нии. В работе предложена структура программы, реализующей модель 

      морской поверхности. Полученные результаты соответствуют виду и 
     непрерывному изменению состояния морской поверхности, однако 

представляется необходимым добавить к существующей модели высо-
кочастотную составляющую, что и будет сделано в дальнейшем. 
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Spectral model of the sea surface. 

Features of implementation and results of modeling 

©   Verdenskaya, M.T. KobilovN.V.  

Long-Range Radar, JSC   

The paper considers a spectral model of a rough sea surface. The sea surface is described 
by a homogeneous Gaussian random field of elevations relative to the mean level 
𝜔(   𝑥 𝑦 𝑡, , ), which is uniquely defined by a spectral measure. Such a model considers a ran-
dom wave process as a superposition of an infinite number of elementary waves with differ-
ent amplitudes, frequencies, directions of propagation and random phases uniformly dis-

tributed in the interval [0, 2π]. Approximations of the frequency spectra and angular spec-
tra are empirically selected and these models are well parameterized. The proposed model 
is expanded to the spatial model and then is expanded to the spatio temporal model. The -
modeling results, including continuous transformation of the sea surface are presented. 
 

Keywords: sea surface, random field, spectral model, autoregressive moving average model, 

frequency spectrum, angular spectrum. 
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