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Создание новых классов и типов механизмов параллельной структуры представляет 
собой актуальную задачу для различных отраслей промышленности. Выполнен кине-
матический анализ сферического механизма параллельной структуры с одной степе-
нью свободы и тремя кинематическими цепями с регулируемыми кривошипами. Ис-
пользованы как аналитические методы решения, так и численные. Решены прямая  
и обратная задачи кинематики. Получены положения выходного звена. Определены  
и проанализированы особые положения. Показано, что особые положения не оказы-
вают влияния на подвижность рассмотренного механизма ввиду особенностей кон-
струкции. 
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The development of new classes and types of parallel-structure mechanisms is a highly 
relevant task for various industries. This paper presents a kinematic analysis of a spherical 
parallel mechanism with a single degree of freedom and three kinematic chains featuring 
adjustable cranks. Both analytical and numerical methods were employed. The forward 
and inverse kinematic problems were solved, and the positions of the output link were de-
termined. Singular configurations were identified and analyzed. It is shown that, due to 
specific design features, these singular configurations do not affect the mobility of the 
mechanism. 
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Механизмы параллельной структуры (МПС) 
обладают такими преимуществами перед меха-
низмами последовательной структуры, как по-
вышенная точность позиционирования и ори-
ентации выходного звена (ВЗ) в пространстве, 
высокие механическая жесткость, несущая спо-
собность и скорость движения. Однако для 
практической реализации МПС требуют боль-
шего объема исследований и анализа особенно-
стей кинематики [1–5]. 

Подвид МПС, называемых сферическими, 
способен обеспечить чистое вращательное 
движение с тремя степенями свободы анало-
гично движениям, реализуемым, например, в 
лучезапястных суставах руки человека или че-
ловеческого глаза. Сферические МПС являются 
альтернативой традиционным роботизирован-
ным запястьям, использующим последователь-
ное расположение звеньев [6], обеспечивая 
большие углы поворота ВЗ [7]. 

Область применения сферических МПС до-
статочно обширна и включает в себя как креп-
ления рабочих органов и несущих платформ с 
управляемым движением [8, 9], роботизиро-
ванные хирургические системы [10, 11], техни-
ческие средства медицинской реабилитации 
[12, 13], так и технику, используемую во многих 
других отраслях промышленности. Среди мно-
гочисленных типов сферических МПС [14–18] 
наиболее изученными являются механизмы, 
имеющие по три вращательные кинематиче-
ские пары на каждой из трех параллельных ки-
нематических цепей [19–21]. 

В упомянутых работах изложены основы 
проектирования и кинематического анализа 
сферических МПС, приведены подходы и мето-
ды решения прямой и обратной задач кинема-
тики. Однако, несмотря на обширные теорети-
ческие исследования, к настоящему времени на 
практике разработано и изготовлено всего не-
сколько моделей подобных механизмов [22, 23]. 
Причем в основном механизмов с ограничен-
ным диапазоном перемещения, соответствую-
щим повороту конечных секторов вокруг век-
тора нормали. Например, механизм Agile Eye 
[9] способен поворачиваться только на 30 в 
каждом направлении. Подобные ограничения 
не позволяют полноценно использовать такие 
механизмы в качестве активных шаровых шар-
ниров или ориентирующих платформ для об-
рабатывающих инструментов [24]. 

Частный случай общего сферического МПС 
с коллинеарным (соосным) расположением его 

входных осей, как правило, не имеет такого 
ограничения, что потенциально позволяет его 
использовать для решения упомянутых задач. 
Впервые соосный сферический МПС описан в 
статье [25], где проведена оценка статических и 
кинематических характеристик нескольких по-
следовательных и параллельных звеньев, ими-
тирующих лучезапястные суставы человека. 
В отличие от известных аналогов, преимуще-
ством предложенного в работе [25] манипуля-
тора является то, что его особые положения 
существуют только на границах, отсутствуя 
внутри рабочего пространства.  

Такая конфигурация изучена С.М. Госселе-
ном с соавторами в работе [26], где показано, 
что подобные механизмы имеют восемь реше-
ний прямой задачи кинематики. Впоследствии 
МПС данного типа был использован при созда-
нии воздушных и морских движителей с регу-
лируемым вектором тяги [27, 28] и роботизиро-
ванного соединительного механизма [29]. 

Альтернативная механическая конструкция 
соосного сферического МПС со скользящими 
приводами предложена в работах [30, 31]. Та-
кое конструктивное исполнение увеличивает 
жесткость механизма за счет наличия круго-
вой направляющей. Последующие исследова-
ния [8, 32] сосредоточены на оптимизации 
конструкции коаксиального сферического 
МПС с точки зрения кинематики и динамики, 
причем о наличии физической модели данных 
нет. 

Сферические МПС с неограниченным вра-
щением ВЗ выполняли и с другим расположе-
нием шарниров [33]. 

Известны также конструкции соосных сфе-
рических МПС, основанные на кинематически 
асимметричных звеньях, т. е. с различным соче-
танием кинематических пар в каждой цепи  
[34–36]. 

 
Сферический МПС с одной степенью свободы 
и тремя кинематическими цепями с регулиру-
емыми кривошипами подробно описан в ра-
боте [37]. В состав МПС входят жестко закреп-
ленный на неподвижном основании 1 двига-
тель с прикрепленным к нему коленчатым 
валом 2, ось вращения которого жестко соеди-
нена с валом двигателя. Коленчатый вал состо-
ит из трех колен с регулируемыми с помощью 
ползунов 3 длинами. Колена также являются 
кривошипами трех плоских кривошипно-
коромысловых механизмов, каждый из кото-
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рых состоит из кривошипа, шатуна 4 и коро-
мысла 5. Последнее сопряжено вращательными 
парами с неподвижной осью вращения основа-
ния и штангой 6, которая соединена враща-
тельной парой с ВЗ 7. Длины звеньев обозначе-
ны как li, а длины коромысла до и после сопря-
жения с неподвижной осью — l15 и l51 
соответственно. Все кинематические пары от-
носятся к пятому классу, т. е. имеют одну сте-
пень подвижности.  

Цель работы — решить прямую и обратную 
задачи кинематики и исследовать особые по-
ложения сферического МПС с одной степенью 
свободы и тремя кинематическими цепями с 
регулируемыми кривошипами. 

Для удобства расчета обозначим неподвиж-
ный центр ВЗ как начало координат, соответ-
ственно, его координаты: 0 00, 0х y   и 0 0.z   
Координаты центров вращения остальных ки-
нематических пар обозначим, как показано на 
рис. 1. 

Обратная задача кинематики. В общем 
случае, когда неизвестен не только угол пово-
рота двигателя φ, но и положения регуляторов 

1 2,     и 3 ,  обратная задача кинематики име-
ет бесконечное число решений. Рассматривае-
мый МПС имеет три цепи и, соответственно, 
три уравнения с четырьмя неизвестными. 

Составление уравнений обратной задачи 
кинематики. В решении обратной задачи из-
вестно положение ВЗ, однозначно с учетом не-
подвижности его центра определяемое коорди-
натами точек 1 1 1, ,( ),x y z  2 2 2 ),( ,x y z  и 3 3 3, ,( ),x y z  
которые являются центрами вращения кинема-
тических пар, связывающих штанги и ВЗ. Как 
видно из рис. 1, координата iz  центров всех 
остальных кинематических пар является посто-
янной, т. е. задача превращается в три плоские 
задачи. Так как исследуемый МПС обладает 
всего одной степенью свободы, для решения 
обратной задачи достаточно определить поло-
жения звеньев одной кинематической цепи. 

Чтобы определить положение центра кине-
матической пары 56, учитывая, что 

4 5 6 0,z z z    запишем следующие системы 
уравнений: 
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Рис. 1. Внешний вид сферического МПС с одной степенью свободы  
и тремя кинематическими цепями с регулируемыми кривошипами 
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Путем алгебраических преобразований, 
принимая во внимание, что из конструктивных 
соображений 15 ,l  6l  и 7l  представляют собой 
египетский треугольник с соотношением сто-
рон 5, 3 и 4 соответственно, решения можно 
представить как 
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Каждая из систем уравнений имеет два воз-
можных положения кинематической пары 56. 
Эти решения соответствуют двум вариантам 
сборки МПС, и выбор между ними осуществля-
ется из конструктивных соображений. 

Зная позицию кинематической пары 56, по-
зицию кинематической пары 45 однозначно 
определяем по следующим выражениям: 
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Определив положение кинематических 
пар 45, находим положение пары 34, а значит, и 
угол поворота двигателя φ из следующих си-
стем уравнений: 
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  (1) 

где ,dx  dy  — координаты оси вала двигателя. 
В выбранной системе координат 0,dy   а 

0 ,dx l   где 0l  — расстояние между центрами 
неподвижных осей. С учетом соотношений 
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 (2) 

вторые уравнения обратятся в тождества, а 
первые примут вид 
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Отсюда после алгебраических преобразова-
ний получаем 
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Таким образом, обратная задача кинематики 
имеет два решения, соответствующих двум ва-
риантам сборки рассматриваемого МПС. 

Прямая задача кинематики. В решении 
прямой задачи известен угол поворота двигате-
ля φ и положения регуляторов 1 2,     и 3.  
Чтобы определить 7 ,x  7 ,y  8 ,x  8 ,y  9x  и 9 ,y  
учитывая соотношения (2), запишем следу-
ющие системы уравнений: 
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cos sin ;
.
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Эти уравнения имеют два решения, выбор 
между которыми осуществляется из конструк-
тивных соображений, например, путем уста-
новки ограничителя. 

Зная 7 ,x  7 ,y  8 ,x  8 ,y  9x  и 9 ,y  однозначно 
получаем жестко связанные с ними значения 

4 ,x  4 ,y  5 ,x  5 ,y  6x  и 6y  по выражениям 
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Определив 4 ,x  4 ,y  5 ,x  5 ,y  6 ,x  6y  и зная, 
что 4 5 6 0,z z z    можно составить уравне-
ния для точек  1 1 1, , ,x y z   2 2 2, ,x y z  и 
 3 3 3, , .x y z  Эти уравнения несколько отлича-
ются от приведенных в работе [37] в сторону 
уменьшения степени системы. Для снижения 
степени использована конструктивная особен-
ность, что угол между любыми двумя вектора-
ми из  1 1 1, , ,x y z   2 2 2, ,x y z  и  3 3 3, ,x y z  равен 
120: 
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 (3) 

Для решения прямой задачи использована 
система Maple при значениях исходных пара-
метров, приведенных в табл. 1. Значения ко-
ординат промежуточных точек указаны в 
табл. 2. 

Таблица 1 
Исходные параметры 

Параметр Значение Параметр Значение 

φ, рад 0 l6, мм 90 
Δ3, мм –40 Δ2, мм 50 

l15, мм 150 l4, мм 250 

Δ1, мм –30 l51, мм 250 

l0, мм 400 l7, мм 120 

Таблица 2 
Значения координат промежуточных точек 

Координата Значение, мм Координата Значение, мм 

x7 –215,000 x4 129,000 

y7 –127,574 y4 76,544 

x8 –175,000 x5 40,270 

y8 178,536 y5 –144,493 

x9 –220,000 x6 –158,770 

y9 –118,743 y6 37,372 
 
В результате расчетов и выбора отрицатель-

ной сборки получаем координаты положения 
точек ВЗ, приведенные в табл. 3, где варианты 
решения задачи соответствуют рис. 2. 

Как следует из табл. 3, четыре действитель-
ных решения системы уравнений образуют две 
пары, соответствующие двум вариантам сбор-
ки, а внутри пары решения симметричны отно-
сительно плоскости XOY. 

Внешний вид ВЗ при решении прямой зада-
чи показан на рис. 2, где окружностью обозна-
чены возможные положения звена 5 (см. 
рис. 1). 

 
Особые положения рассматриваемого МПС. 
Для определения особых положений составля-
ем матрицу Якоби системы (3) 
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Очевидным представляется решение 1z   
2 3 0,z z    что соответствует нахождению ВЗ 

в плоскости XOY и подтверждает правильность 
решения прямой задачи. Это особое положение 
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представляет собой переход от решений а и в  
к решениям б и г (см. рис. 2) и, наоборот. 

Разложение определителя матрицы Якоби 
на сумму алгебраических дополнений пред-
ставляем в следующем виде: 
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Анализ этого якобиана позволяет с доста-
точной уверенностью утверждать, что все про-
чие решения лежат вне рабочей зоны ВЗ, кото-
рое ограничено сферой радиусом l7. 

Таблица 3 
Координаты положения точек ВЗ 

Вариант 
решения 

задачи 
x1, мм y1, мм z1, мм x2, мм y2, мм z2, мм x3, мм y3, мм z3, мм 

а 47,31 108,40 –20,29 62,47 –82,25 61,10 109,78 26,15 40,80 

б 47,31 108,40 20,29 62,47 –82,25 –61,10 109,78 26,15 –40,80 

в 100,71 18,40 –62,60 –17,36 –104,50 56,39 83,36 86,10 6,21 

г 100,71 18,40 62,60 –17,36 –104,50 –56,39 83,36 86,10 –6,21 
 

 
Рис. 2. Схемы положений ВЗ рассматриваемого МПС, соответствующих левой (а, в) и правой (б, г) сборкам 
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Из решения обратной задачи кинематики 
следует, что 1 2 3 0z z z    соответствует 

7 8 9x x x   и 7 8 9 ,y y y   что соответствует 
1 2 3.      В этом случае ВЗ совершает пово-

рот вокруг оси Z, и хотя МПС и находится в 
особом положении, избыточной подвижности 
не образуется. Однако часть МПС (звенья 1–5) 
представляет собой три расположенных парал-
лельно плоских кривошипно-коромысловых 
механизма, обратная задача которых имеет два 
решения. Поэтому есть возможность попада-
ния во второе решение при некоторых значе-
ниях φ и Δ. Очевидно, что при 1 2 3      
особое положение не наступает, так как три 
различные точки не могут соответствовать 
двум решениям. Остается вариант 1 2 3 ,      
т. е. для наступления особого положения как 
минимум два регулятора должны быть в иден-
тичном положении. 

Решая систему (1) относительно Δ и приме-
няя теорему Виета, получаем следующее выра-
жение: 

 1
3

2

5

,

0

1

2 cos ,l l


   

где  — угол между осью Х и звеном 5;  
Значение 3  будет минимальным, когда 

|Δ1,2| максимальны, а /2.   Наиболее 
близкое к ±/2 значение можно получить в слу-
чае, показанном на рис. 3. 

В рассматриваемом случае зависимость при-
нимает вид 

  22 2
40 51

3
1
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 


 

С учетом того, что конструктивно наиболь-
шее значение |Δ| = 100 мм, и, исследовав эту 
функцию на минимум, минимальное значение 

3  = 1000 мм при 1,2  = 100 мм, что находит-
ся вне допустимых значений конструктивных 
параметров. 

Выводы 
1. Выполнен кинематический анализ сфери-

ческого МПС с одной степенью свободы и тре-
мя регулируемыми кривошипами. Предложено 
решение прямой и обратной задач кинематики. 
Получены положения ВЗ. Обратная задача име-
ет аналитическое решение, которое позволяет 
подобрать длины варьируемых параметров для 
получения необходимой, заранее заданной, 
траектории ВЗ при изменении входных значе-
ний МПС. Прямую задачу можно решить толь-
ко численно из-за высокого порядка системы 
уравнений кинематики механизма. 

2. Проведено исследование особых положе-
ний МПС, основанное на исследовании матри-
цы Якоби, полученной из уравнений его связи. 
Показано, что полученный якобиан распадает-
ся на произведение матриц меньшей размерно-
сти, что дало возможность доказать единствен-
ность особого положения в рабочей зоне МПС. 
Отмечено, что в единственном особом положе-
нии не происходит ни потери подвижности, ни 
избыточной подвижности. 
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